
1

TEORIJA
POVRŠINSKIH

TEORIJA
POVRŠINSKIHPOVRŠINSKIH

NOSAČA
Doc. dr Dušan Kovačević

POVRŠINSKIH
NOSAČA

Doc. dr Dušan Kovačević



2

Klasifikacija nosačaKlasifikacija nosača
(topologija, naponsko(topologija, naponsko--deformacijsko deformacijsko 

stanje i funkcija)stanje i funkcija)

�� Linijski nosači (1D, zatege, grede, Linijski nosači (1D, zatege, grede, 
stubovi...)stubovi...)

�� Površinski nosači (2D, ploče, zidovi, Površinski nosači (2D, ploče, zidovi, 
membrane, ljuske...)membrane, ljuske...)

�� Prostorni nosači (3D, blokovi, Prostorni nosači (3D, blokovi, 
jezgra, brane...)jezgra, brane...)
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Površinski nosači Površinski nosači 

�� Zidovi (ravne površi, opterećenje u sopstvenoj ravni, Zidovi (ravne površi, opterećenje u sopstvenoj ravni, 
aksijalna, smičuća i fleksiona krutost u sopstvenoj ravni: aksijalna, smičuća i fleksiona krutost u sopstvenoj ravni: 

aksijalno naprezanje, smicanje i savijanje)aksijalno naprezanje, smicanje i savijanje)
�� Ploče (ravne površi, opterećenje normalno na Ploče (ravne površi, opterećenje normalno na 

sopstvenu ravan, smičuća, fleksiona i torziona krutost u sopstvenu ravan, smičuća, fleksiona i torziona krutost u sopstvenu ravan, smičuća, fleksiona i torziona krutost u sopstvenu ravan, smičuća, fleksiona i torziona krutost u 
normalnim ravnima: savijanje, smicanje, torzija)normalnim ravnima: savijanje, smicanje, torzija)

�� Membrane (krive površi, aksijalna krutost u tangentnoj Membrane (krive površi, aksijalna krutost u tangentnoj 
ravni, aksijalno naprezanje)ravni, aksijalno naprezanje)

�� Ljuske (krive površi, aksijalna krutost u tangentnoj Ljuske (krive površi, aksijalna krutost u tangentnoj 
ravni, smičuća i fleksiona krutost u normalnim ravnima: ravni, smičuća i fleksiona krutost u normalnim ravnima: 

aksijalno naprezanje savijanje, smicanje, torzija)aksijalno naprezanje savijanje, smicanje, torzija)
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Zidovi (ravne površi, poligonalna ili kriva Zidovi (ravne površi, poligonalna ili kriva 
kontura)kontura)
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Ploče (ravne površi, poligonalna ili kriva Ploče (ravne površi, poligonalna ili kriva 
kontura)kontura)
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Membrane (cilindrične ili sferne površi)Membrane (cilindrične ili sferne površi)
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Ljuske (cilindrične ili sferne površi)Ljuske (cilindrične ili sferne površi)
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PLOČE PLOČE 
OPTEREĆENEOPTEREĆENEOPTEREĆENEOPTEREĆENE
NA SAVIJANJENA SAVIJANJE
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Osnovni pojmoviOsnovni pojmovi

�� Ploče Ploče -- tela ograničena dvema (paralelnim) tela ograničena dvema (paralelnim) 
ravnima i cilindričnom površinom ortogonalnom ravnima i cilindričnom površinom ortogonalnom 

na njihna njih
�� Debljina ploče Debljina ploče -- "h" "h" -- rastojanje (paralelnih) rastojanje (paralelnih) �� Debljina ploče Debljina ploče -- "h" "h" -- rastojanje (paralelnih) rastojanje (paralelnih) 

ravniravni
�� Srednja ravan ploče Srednja ravan ploče -- ravan koja polovi debljinu ravan koja polovi debljinu 

ploče ploče -- pod opterećenjem prelazi u elastičnu pod opterećenjem prelazi u elastičnu 
površinupovršinu

�� Kontura ploče Kontura ploče -- kriva preseka srednje ravni i kriva preseka srednje ravni i 
cilindrične površine koja ograničava pločucilindrične površine koja ograničava ploču
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Komponentalni naponiKomponentalni naponi
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Sile u presecimaSile u presecima
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Sile u presecima i komponentalni Sile u presecima i komponentalni 
naponi (savijanje)naponi (savijanje)
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Klasifikacija ploča prema debljini  i Klasifikacija ploča prema debljini  i 
ponašanju pod opterećenjemponašanju pod opterećenjem

�� membrane (h/b<1/8membrane (h/b<1/8--1/100 1/100 -- mala fleksiona mala fleksiona 
krutost i veliki uticaj aksijalnih deformacija)...krutost i veliki uticaj aksijalnih deformacija)...krutost i veliki uticaj aksijalnih deformacija)...krutost i veliki uticaj aksijalnih deformacija)...

�� tanke ploče (1/8tanke ploče (1/8--1/100<h/b<1/51/100<h/b<1/5--1/8 1/8 -- srednja srednja 
fleksiona krutost)...fleksiona krutost)...

�� debele ploče (h/b>1/5debele ploče (h/b>1/5--1/8 1/8 -- velika fleksiona velika fleksiona 
krutost i veliki uticaj smicanja)...krutost i veliki uticaj smicanja)...
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Pretpostavke teorije tankih ploča Pretpostavke teorije tankih ploča 
(Kirchoff, 1850)(Kirchoff, 1850)

�� pravolinijski element koji je normalan na srednju pravolinijski element koji je normalan na srednju 
ravan ploče, posle deformacije ostaje prav, ravan ploče, posle deformacije ostaje prav, 

normalan na srednju ravan i ne menja dužinu...normalan na srednju ravan i ne menja dužinu...normalan na srednju ravan i ne menja dužinu...normalan na srednju ravan i ne menja dužinu...

�� posle deformacije se ne menja dužina i ugao posle deformacije se ne menja dužina i ugao 
izmeñu linijskih elemenata srednje ravni ploče...izmeñu linijskih elemenata srednje ravni ploče...

�� normalni "normalni "σσzz" " naponi u ravnima paralelnim naponi u ravnima paralelnim 
srednjoj ravni mogu da se zanemare u odnosu na srednjoj ravni mogu da se zanemare u odnosu na 

ostale komponentalne napone... ostale komponentalne napone... 
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�� na osnovu prve pretpostavke teorije tankih ploča:na osnovu prve pretpostavke teorije tankih ploča:
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�� integrisanjem po "z", (za z=0, u=v=0):integrisanjem po "z", (za z=0, u=v=0):
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Komponentalni naponiKomponentalni naponi
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Sile u presecimaSile u presecima

yy
ww

νν
xx
ww

))νν11((1212
hhEE

MM 22

22

22

22

22

33

xx 








∂∂

∂∂⋅⋅++
∂∂

∂∂⋅⋅
−−
⋅⋅−−==

dzdzzzσσ))
yy
ww

νν
xx
ww

((
νν11

EE
dzdzzzσσMM

22
hh

22
hh

22
hh

22
hh

22
xx22

22

22

22

22xxxx ⇒⇒⋅⋅⋅⋅⋅⋅
∂∂

∂∂⋅⋅++
∂∂

∂∂⋅⋅
−−

−−==⋅⋅⋅⋅== ∫∫ ∫∫
++

−−

−−

−−

yyxx
ww

))νν11((
))νν11((1212

hhEE
MM

22

22

33

xyxy ∂∂⋅⋅∂∂

∂∂⋅⋅−−⋅⋅
−−
⋅⋅−−==

xx
ww

νν
yy
ww

))νν11((1212
hhEE

MM 22

22

22

22

22

33

yy 








∂∂

∂∂⋅⋅++
∂∂

∂∂⋅⋅
−−
⋅⋅−−==

yy
νν

xx))νν11((1212
MM 222222xx 



 ∂∂

⋅⋅++
∂∂

⋅⋅
−−

−−==



19

Ekstemne vrednosti sila u presecimaEkstemne vrednosti sila u presecima
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Parcijalna diferencijalna jednačina savijanja Parcijalna diferencijalna jednačina savijanja 
pravougaone pločepravougaone ploče
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Konturni uslovi savijanja pločeKonturni uslovi savijanja ploče

�� statički konturni uslovi statički konturni uslovi -- sile u presecima i/ili sile u presecima i/ili 
linijska opterećenjalinijska opterećenjalinijska opterećenjalinijska opterećenja

�� geometriski konturni uslovi geometriski konturni uslovi -- uslovi oslanjanja uslovi oslanjanja --
ugib i/ili nagib tangenteugib i/ili nagib tangente

�� mešoviti konturni uslovi mešoviti konturni uslovi -- kombinacija kombinacija 
geometrijskih i statičkih konturnih uslovageometrijskih i statičkih konturnih uslova
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Statički konturni uslovi savijanja pločeStatički konturni uslovi savijanja ploče
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Geometrijski konturni uslovi savijanja pločeGeometrijski konturni uslovi savijanja ploče
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Mešoviti konturni uslovi savijanja pločeMešoviti konturni uslovi savijanja ploče

�� slobodno oslonjena ivica sa normalom u pravcu xslobodno oslonjena ivica sa normalom u pravcu x--oseose
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Sile u uglovima Sile u uglovima 
pločeploče
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Analitičke metode za analizu i Analitičke metode za analizu i 
proračun pločaproračun ploča

�� "direktno" rešavanje"direktno" rešavanje
diferencijalne jednačinediferencijalne jednačine

(Navier, Maurice L(Navier, Maurice Léévy,...vy,...))
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Slobodno oslonjena pravougaona ploča Slobodno oslonjena pravougaona ploča 
(Navier, 1823)(Navier, 1823)
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Jednakopodeljeno opterećenjeJednakopodeljeno opterećenje
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Jednakopodeljeno opterećenje na Jednakopodeljeno opterećenje na 
pravougaonikupravougaoniku

y
2d

2c ddvvyyddvv

ccuuxxccuu
ZZ))yy,,xx((ZZ 00





++<<<<−−
++<<<<−−

==

a

b

x

b

v

u

2d

dydydxdx
bb

yyππnn
sinsin

aa
xxππmm

sinsin
bbaa
ZZ44

ZZ
ddvv

ddvv

ccuu

ccuu

00
mnmn

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅

⋅⋅== ∫∫∫∫
++

−−

++

−−



39

ddππnnvvππnnccππmmuuππmm

bb
yyππnn

sinsin
aa

xxππmm
sinsin

bb
ddππnn

sinsin
bb

vvππnn
sinsin

aa
ccππmm

sinsin
aa

uuππmm
sinsin

nnmm
11

ππ

ZZ1616
))yy,,xx((ZZ

11nn11mm
22

00

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅

 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅

⋅⋅== ∑∑∑∑
∞∞

==

∞∞

==

bb
yyππnn

sinsin
aa

xxππmm
sinsin

bb
nn

aa
mm

nnmm

bb
ddππnn

sinsin
bb

vvππnn
sinsin

aa
ccππmm

sinsin
aa

uuππmm
sinsin

ππkk
ZZ1616

))yy,,xx((ww
11nn

22

22

22

22

22
11mm

66
00

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅








 ++⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅
⋅⋅
⋅⋅== ∑∑∑∑

∞∞

==

∞∞

==



40

Koncentrisana sila P = ZKoncentrisana sila P = Z00··44·c·d·c·d
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Pravougaone ploče sa paralelnim slobodno Pravougaone ploče sa paralelnim slobodno 
oslonjenim ivicama (Maurice Loslonjenim ivicama (Maurice Léévy, 1899)vy, 1899)
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Jednakopodeljeno opterećenjeJednakopodeljeno opterećenje
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Ploča slobodno oslonjena na ivici y=Ploča slobodno oslonjena na ivici y=±±b/2b/2
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Ploča uklještena na ivici y=Ploča uklještena na ivici y=±±b/2b/2
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Numeričke metodeNumeričke metode
za analizu i proračun pločaza analizu i proračun ploča

�� metode zasnovane na matematičkoj metode zasnovane na matematičkoj 
aproksimacijiaproksimacijiaproksimacijiaproksimaciji

(metoda konačnih razlika)(metoda konačnih razlika)
�� metode zasnovane na fizičkoj diskretizaciji metode zasnovane na fizičkoj diskretizaciji 

-- modeliranju (metoda konačnih traka,modeliranju (metoda konačnih traka,
metoda konačnih elemenata)metoda konačnih elemenata)
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�� Modeliranje konstrukcija Modeliranje konstrukcija -- kreiranje kreiranje 
idealizovane i pojednostavljene idealizovane i pojednostavljene 

reprezentacije ponašanja konstrukcija reprezentacije ponašanja konstrukcija --
odlučujući korak u procesu projektovanja odlučujući korak u procesu projektovanja 

�� Greške i propusti u modeliranjuGreške i propusti u modeliranju
mogu da budu uzrok ozbiljnihmogu da budu uzrok ozbiljnihmogu da budu uzrok ozbiljnihmogu da budu uzrok ozbiljnih

problema i teškoća u projektovanjuproblema i teškoća u projektovanju

�� Numeričko modeliranje jeNumeričko modeliranje je
matematička realizacija izabranog matematička realizacija izabranog 
koncepta modeliranja konstrukcijekoncepta modeliranja konstrukcije
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Metoda konačnih elemenata (MKE)Metoda konačnih elemenata (MKE)

y

x

q(y)

F1
F2
F3
F4
F5
F6
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Osobenosti MKEOsobenosti MKE
�� MKE je metoda diskretne analize MKE je metoda diskretne analize -- funkcija funkcija 
rešenja nije kontinualna rešenja nije kontinualna -- rešenje se dobija u rešenje se dobija u 
čvorovima sistema KE čvorovima sistema KE -- čvorovi su jedine veze čvorovi su jedine veze 

izmeñu KE modelaizmeñu KE modela
�� polje nepoznatih (pomeranja, na primer)polje nepoznatih (pomeranja, na primer)�� polje nepoznatih (pomeranja, na primer)polje nepoznatih (pomeranja, na primer)

u okviru pojedinačnog KEu okviru pojedinačnog KE
definisano je tzv. intepolacionim polinomomdefinisano je tzv. intepolacionim polinomom

�� MKE je metoda "matrične" analize MKE je metoda "matrične" analize --
-- sistem MKE definisan je algebarskim umesto sistem MKE definisan je algebarskim umesto 

parcijalnim diferencijalnim jednačinamaparcijalnim diferencijalnim jednačinama
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Prednosti Prednosti primene primene MKEMKE

�� dovoljna tačnostdovoljna tačnost
�� efikasnefikasnoo numerinumeričko čko �� efikasnefikasnoo numerinumeričko čko 

modeliranjemodeliranje
�� jednostavna jednostavna implementacija u implementacija u 

CAA softveruCAA softveru
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Jednačina ravnoteže KE:Jednačina ravnoteže KE:

[k][k] ·· {u} = {f}{u} = {f}

{u} = {u} = [k][k]--11 ·· {f}{f}{u} = {u} = [k][k] ·· {f}{f}

�� [k][k] -- matrica krutosti matrica krutosti KEKE
�� {u} {u} -- vektor pomeranja čvorova KEvektor pomeranja čvorova KE

�� {f} {f} -- vektor sila čvorova KEvektor sila čvorova KE



58

Matrica krutosti KE:Matrica krutosti KE:

}}uu{{]]NN[[))zz,,yy,,xx((uu

dVdV]]BB[[]]EE[[]]BB[[]]kk[[
VV

TT

⋅⋅==

⋅⋅⋅⋅⋅⋅== ∫∫

}}uu{{]]NN[[))zz,,yy,,xx((uu ⋅⋅==

�� [B][B] -- matrica veza deformacija i pomeranjamatrica veza deformacija i pomeranja
�� [E] [E] -- matrica karakteristika materijalamatrica karakteristika materijala
�� [N] [N] -- matrica interpolacionih polinomamatrica interpolacionih polinoma
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Koordinatni sistemiKoordinatni sistemi

�� Globalni koordinatni sistem sistema KE Globalni koordinatni sistem sistema KE 
(koordinate čvorova, pomeranja(koordinate čvorova, pomeranja
čvorova, reakcije oslonacačvorova, reakcije oslonacačvorova, reakcije oslonacačvorova, reakcije oslonaca
i opterećenje sistema KE)i opterećenje sistema KE)

�� Lokalni koordinatni sistem KE (sile u Lokalni koordinatni sistem KE (sile u 
presecima, naponi dilatacijepresecima, naponi dilatacije

i opterećenje KE)i opterećenje KE)
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Transformacija lokalnih koordinata u Transformacija lokalnih koordinata u 
globalne koordinateglobalne koordinate

[k[kgg]=[T]]=[T]TT··[k][k]··[T][T]

�� [T][T] -- matrica transformacije koordinatamatrica transformacije koordinata
�� [k] [k] -- matrica krutosti KE u lokalnom matrica krutosti KE u lokalnom 

koordinatnom sistemukoordinatnom sistemu
�� [k[kgg] ] -- matrica krutosti KE u globalnom matrica krutosti KE u globalnom 

koordinatnom sistemukoordinatnom sistemu
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Globalni i lokalni koordinatni sistem Globalni i lokalni koordinatni sistem štapa u ravni štapa u ravni 
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�� E E -- modul elastičnosti materijala štapa [kN/mmodul elastičnosti materijala štapa [kN/m22]]
�� A A -- površina poprečnog preseka štapa [mpovršina poprečnog preseka štapa [m22]]

�� L L -- raspon štapa [m]raspon štapa [m]
�� I I -- moment inercije poprečnog preseka štapa [mmoment inercije poprečnog preseka štapa [m44]]
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Globalni i lokalni koordinatni sistem Globalni i lokalni koordinatni sistem 
četvorougaonog KE sa 12 stepeni slobodečetvorougaonog KE sa 12 stepeni slobode
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АPROKSIMACIJA 2АPROKSIMACIJA 2
numeri čko modeliranjenumeri čko modeliranje

konturnih i prelaznih uslova,konturnih i prelaznih uslova,
dejstava,dejstava,

ponašanja konstrukcije iponašanja konstrukcije i
materijalamaterijala

Formiranje matriceFormiranje matrice
krutosti sistema KEkrutosti sistema KE

i vektor optere ćenja i vektor optere ćenja --
-- formiranje sistema LAJformiranje sistema LAJ

DISKRETIZACIJADISKRETIZACIJA
geometrijsko modeliranjegeometrijsko modeliranje

izborom oblika KE izborom oblika KE 
(formiranje mreže KE)(formiranje mreže KE)

АPROKSIMACIJA 1АPROKSIMACIJA 1
numeri čko modeliranjenumeri čko modeliranje

izborom tipa KE izborom tipa KE --
matrica krutostImatrica krutostI

(formiranje sistema KE)(formiranje sistema KE)

Izbor metode za rešavanje Izbor metode za rešavanje 
sistema LAJ:sistema LAJ:

prora čun pomeranjaprora čun pomeranja
čvorova sistema KEčvorova sistema KE

Prora čun uticaja u Prora čun uticaja u 
čvorovima sistema KEčvorovima sistema KE

Algoritam Algoritam 
primene primene 

MKEMKE
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GreškeGreške u primeni u primeni MKEMKE

�� greške diskretizacijegreške diskretizacije
�� greške aproksimacijegreške aproksimacije�� greške aproksimacijegreške aproksimacije
�� greške implementacijegreške implementacije

uu CAA softveruCAA softveru
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gornjagornja
granicagranica
rerešenjašenja

nestabilnonestabilno

broj konačnih elemenata,broj konačnih elemenata,
tačnost interpolacionih funkcijatačnost interpolacionih funkcija

"ta čno" rešenje"ta čno" rešenje

rerešenjašenja

donjadonja
granicagranica
rereššenjaenja

konvergentnokonvergentno
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deformacijadeformacija
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MKE MMKE M
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Kružna pločaKružna ploča

φφ

Komponentalna pomeranja i Komponentalna pomeranja i 
krivolinijske koordinatekrivolinijske koordinate

�� "u" "u" -- u pravcuu pravcu
radijusa pločeradijusa ploče
(r(r--koordinata) koordinata) 

uu

ww
vv

zz
rr

(r(r--koordinata) koordinata) 
�� "v" "v" -- u pravcuu pravcu

tangente natangente na
koncentričnikoncentrični
krug (krug (φφ--koordinatakoordinata))

�� "w" "w" -- u pravcuu pravcu
normale na srednjunormale na srednju
ravan pločeravan ploče
(z(z--koordinata)koordinata)
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Veze komponentalnih pomeranja i Veze komponentalnih pomeranja i 
deformacijadeformacija
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Komponentalni naponiKomponentalni naponi
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Veze komponentalnih napona,Veze komponentalnih napona,
deformacija i sila u presecimadeformacija i sila u presecima

rrφφ22φφ ))εεννεε((
νν11

EE
σσ ⋅⋅++⋅⋅

−−
==

φφrr22rr ))εεννεε((
νν11

EE
σσ ⋅⋅++⋅⋅

−−
==

∫∫
++

−−

⋅⋅⋅⋅==
22
hh

22
hh

φφrrφφrr dzdzzzττMM∫∫
++

−−

⋅⋅⋅⋅==
22
hh

22
hh

φφφφ dzdzzzσσMM∫∫
++

−−

⋅⋅⋅⋅==
22
hh

22
hh

rrxx dzdzzzσσMM

φφrrφφrrφφrr γγGGγγ
))νν11((22

EE
ττ ⋅⋅==⋅⋅

++⋅⋅
==



82

Veze komponentalnih pomeranjaVeze komponentalnih pomeranja
i sila u presecimai sila u presecima


















∂∂⋅⋅
∂∂++

∂∂⋅⋅
∂∂⋅⋅++

∂∂

∂∂⋅⋅
−−
⋅⋅−−==

rrrr
ww

φφrr
ww

νν
rr
ww

))νν11((1212
hhEE

MM 2222

22

22

22

22

33

rr










∂∂⋅⋅
∂∂−−

∂∂⋅⋅∂∂⋅⋅
∂∂⋅⋅−−⋅⋅

−−
⋅⋅−−==

rrrr
ww

φφrrrr
ww

))νν11((
))νν11((1212

hhEE
MM 22

22

22

33

φφrr










∂∂

∂∂⋅⋅++
∂∂⋅⋅
∂∂++

∂∂⋅⋅
∂∂⋅⋅

−−
⋅⋅−−==

rr
ww

νν
rrrr

ww
φφrr

ww
))νν11((1212

hhEE
MM 22

22

2222

22

22

33

φφ



83

φφ
rr

zzZZ·dr··dr·r·dr·dφφ

UsloviUslovi
ravnotežeravnoteže drdr

drdrMM

drdrTT

drM

φφrr

φφ

φ

⋅⋅
⋅⋅

⋅

φφddrrMM

φφddrrTT

φdrM

φφrr

rr

r

⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅
⋅⋅

drdrMM φφrr ⋅⋅ φφddrrMM φφrr

φφdddrdr
rr

))rrMM((
rrMM

φφdddrdr
rr

))rrTT((
rrTT

φddr
r

)rM(
rM

φφrr
φφrr

rr
rr

r
r

⋅⋅






 ⋅⋅
∂∂

⋅⋅∂∂
++⋅⋅

⋅⋅






 ⋅⋅
∂∂

⋅⋅∂∂++⋅⋅

⋅






 ⋅
∂

⋅∂+⋅

drdrφφdd
φφ

MM
MM

drdrφφdd
φφ

TT
TT

drφd
φ

M
M

φφrr
φφrr

φφ

φφ

φ

φ

⋅⋅






 ⋅⋅
∂∂

∂∂
++

⋅⋅






 ⋅⋅
∂∂

∂∂
++

⋅






 ⋅
∂

∂
+



84

00rrTTMM
MM))rrMM(( φφφφrr ==⋅⋅−−++
∂∂

++
⋅⋅∂∂

00rrTTMM
φφ

MM

rr
))rrMM((

rrφφ

φφrrrr ==⋅⋅−−−−
∂∂

∂∂
++

∂∂

⋅⋅∂∂

00MM ==∑∑ ==

00MM 22//drdrrrrr ==∑∑ ++==

00rrZZ
φφ

TT

rr
))rrTT(( φφrr ==⋅⋅++

∂∂

∂∂
++

∂∂

⋅⋅∂∂

00rrTTMM
φφrr φφφφrr ==⋅⋅−−++
∂∂

++
∂∂

00ZZ ==∑∑

00MM 22//φφddφφ
==∑∑ ==



85

φφrr
ww

rrrr
ww

rr
ww

φφrr
kkTT 2222

22

22

22

φφ 








∂∂⋅⋅
∂∂++

∂∂⋅⋅
∂∂++

∂∂

∂∂

∂∂⋅⋅
∂∂⋅⋅−−==

φφrr
ww

rrrr
ww

rr
ww

rr
kkTT 2222

22

22

22

rr 








∂∂⋅⋅
∂∂++

∂∂⋅⋅
∂∂++

∂∂

∂∂

∂∂

∂∂⋅⋅−−==

kk
ZZ

φφrr
ww

rrrr
ww

rr
ww

φφrrrrrrrr 2222

22

22

22

2222

22

22

22

==








∂∂⋅⋅
∂∂++

∂∂⋅⋅
∂∂++

∂∂

∂∂









∂∂⋅⋅
∂∂++

∂∂⋅⋅
∂∂++

∂∂

∂∂

Parcijalna diferencijalna jednačina savijanja Parcijalna diferencijalna jednačina savijanja 
kružne pločekružne ploče



86

Rotaciona simetrija kružne pločeRotaciona simetrija kružne ploče

kk
ZZ

drdr
dwdw

rr
11

drdr
wwdd

rr
11

drdr
wwdd

rr
22

drdr
wwdd

3322

22

2233

33

44

44

==⋅⋅++⋅⋅−−⋅⋅++

kk
ZZ

drdrrr
dwdw

drdr
wwdd

drdrrr
dd

drdr
dd

22

22

22

22

==








⋅⋅
++









⋅⋅
++

rrlnlnrrDDrrCCrrlnlnBBAAww 2222
hh ⋅⋅⋅⋅++⋅⋅++⋅⋅++==

00
drdr

wwdd
44

drdr
wwdd

44
dtdt

wwdd
22

22

33

33

44

44

==⋅⋅++⋅⋅−−⇒⇒eerr tt==wwwwww pphh ++==

eettDDeeCCttBBAAww tt22tt22
hh ⋅⋅⋅⋅++⋅⋅++⋅⋅++== ⋅⋅⋅⋅



87

wwdd
νν

dwdw
kkMM

22





 ⋅⋅++−−==

drdrrr
dwdw

νν
drdr

wwdd
kkMM 22

22

rr 








⋅⋅
⋅⋅++−−==

aa
rr

ρρρρlnlnCCρρlnlnρρCCρρCCCCwwww 44
22

33
22

2211pp ==⋅⋅++⋅⋅⋅⋅++⋅⋅++++==

00TTMMMM φφrrφφφφrr ======

drdrrr
dwdw

νν
drdr

wwdd
drdr
dd

kkTT 22

22

rr 








⋅⋅
⋅⋅++⋅⋅−−==

drdr
wwdd

νν
drdrrr

dwdw
kkMM 22φφ 







 ⋅⋅++
⋅⋅

−−==



88

==







⋅⋅++⋅⋅++⋅⋅⋅⋅++⋅⋅⋅⋅++== 443322

pp

aa
rr

ρρ
ρρ

11
CC))ρρlnln2211((CCρρCCρρ22

ρρdd

dwdw

drdr
dwdw

−−






 ⋅⋅++
++
++





⋅⋅++⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅++⋅⋅−−== 3322
pp

22
pp

22

22rr ρρlnln22
νν11
νν33

CCCC22))νν11((
ρρdd

dwdw

ρρ

νν

ρρdd

wwdd

aa
kk

MM 










⋅⋅
++
−−⋅⋅−−

2244
ρρ

11
νν11
νν11

CC





 ++

 33222222rr
νν11ρρddρρρρddaa 





89




⋅⋅

++
−−⋅⋅++ 11νν11

CC



 ⋅⋅++⋅⋅++⋅⋅ ρρlnln22

νν3311







 ++⋅⋅⋅⋅++++
⋅⋅

++⋅⋅⋅⋅−−== CCCC22))νν11((
ρρddρρ

dwdw

ρρdd

wwdd
νν

aa
kk

MM 3322
pp

22
pp

22

22φφ
⋅⋅










 ⋅⋅++
⋅⋅

−−
⋅⋅

++⋅⋅−−==
ρρ

CC44
ρρddρρ

dwdw

ρρddρρ

wwdd

ρρdd

wwdd

aa
kk

TT 33
22

pp
22

pp
22

33
pp

33

22rr





⋅⋅
++

⋅⋅++
ρρνν11

CC 2244





⋅⋅++
++

⋅⋅ ρρlnln22
νν11



90

Partikularni integral diferencijalne jednačine Partikularni integral diferencijalne jednačine 
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Konturni uslovi savijanja kružne pločeKonturni uslovi savijanja kružne ploče
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UkljeUklješštena krutena kružna ploča žna ploča --
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Slobodno oslonjena kruSlobodno oslonjena kružna ploča žna ploča --
koncentrisana sila u centrukoncentrisana sila u centru
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Ploča u obliku kružnog prstenaPloča u obliku kružnog prstena
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Metoda konačnih razlika Metoda konačnih razlika -- diferencna metodadiferencna metoda
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Diferencna jednačina pravougaone pločeDiferencna jednačina pravougaone ploče
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Sile u presecima pravougaone pločeSile u presecima pravougaone ploče
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Konturni uslovi (kontura sa normalom u pravcu yKonturni uslovi (kontura sa normalom u pravcu y--ose)ose)
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Tok proračuna ploča primenom diferencnog Tok proračuna ploča primenom diferencnog 
postupkapostupka

�� formiranje ortogonalne mreže tačaka "k" formiranje ortogonalne mreže tačaka "k" 
ploče sa odstojanjima "ploče sa odstojanjima "∆∆xx" i "" i "∆∆yy""

�� formiranje sistema diferencnih jednačina formiranje sistema diferencnih jednačina �� formiranje sistema diferencnih jednačina formiranje sistema diferencnih jednačina 
za sve tačke pločeza sve tačke ploče

�� odreñivanje nepoznatih pomeranja "wodreñivanje nepoznatih pomeranja "wkk" za " za 
svaku tačku mrežesvaku tačku mreže

�� odreñivanje sila u presecima za svaku odreñivanje sila u presecima za svaku 
tačku mrežetačku mreže
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PLOČE PLOČE 
OPTEREĆENEOPTEREĆENE

U SOPSTVENOJ U SOPSTVENOJ 
RAVNIRAVNI
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Osnovni pojmovi 1Osnovni pojmovi 1

�� ploče ploče -- tela ograničena dvema (paralelnim) tela ograničena dvema (paralelnim) 
ravnima i cilindričnom površinom ortogonalnom ravnima i cilindričnom površinom ortogonalnom 

na njihna njihna njihna njih
�� debljina ploče debljina ploče -- "h" "h" -- rastojanje (paralelnih) ravnirastojanje (paralelnih) ravni
�� srednja ravan ploče srednja ravan ploče -- ravan koja polovi debljinu ravan koja polovi debljinu 

pločeploče
�� kontura ploče kontura ploče -- kriva preseka srednje ravni i kriva preseka srednje ravni i 

cilindrične površine koja ograničava pločucilindrične površine koja ograničava ploču
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Osnovni pojmovi 2Osnovni pojmovi 2

�� ploče opterećene površinskim i zapreminskim ploče opterećene površinskim i zapreminskim 
silama ravnomerno po debljini i paralelno srednjoj silama ravnomerno po debljini i paralelno srednjoj silama ravnomerno po debljini i paralelno srednjoj silama ravnomerno po debljini i paralelno srednjoj 

površi su opterećene u svojoj ravnipovrši su opterećene u svojoj ravni
�� za ovo tzv. ravno stanje napona srednja ravan za ovo tzv. ravno stanje napona srednja ravan 

ploče ostaje ravna i posle deformacije (nema ploče ostaje ravna i posle deformacije (nema 
krivljenja površi)krivljenja površi)
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Komponentalni naponiKomponentalni naponi
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Sile u presecimaSile u presecima

xxyy
zz

h/2h/2h/2h/2

h/2h/2

NNyy

NNyxyx NNxyxy

NNxx



114

Sile u presecima i komponentalni Sile u presecima i komponentalni 
naponinaponi
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Veza zapreminskih, površinskih i Veza zapreminskih, površinskih i 
linijskih opterećenjalinijskih opterećenja
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Uslovi ravnotežeUslovi ravnoteže
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Komponentalni naponiKomponentalni naponi
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Konturni usloviKonturni uslovi
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�� uslovi po uslovi po 

pomeranjimapomeranjima
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Pomeranja tačaka pločePomeranja tačaka ploče
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Ravno stanje deformacijeRavno stanje deformacije

�� tačke poprečnih preseka dugačkih tačke poprečnih preseka dugačkih 
prizmatičnih nosača (brane, nasipi, potporni prizmatičnih nosača (brane, nasipi, potporni 

zidovi...) ostaju u poprečnom preseku i zidovi...) ostaju u poprečnom preseku i 
posle dejstva opterećenja posle dejstva opterećenja -- komponentalna komponentalna posle dejstva opterećenja posle dejstva opterećenja -- komponentalna komponentalna 

pomeranja su u=u(x,y) i v=v(x,y)  pomeranja su u=u(x,y) i v=v(x,y)  
�� svi poprečni preseci imaju isto naponskosvi poprečni preseci imaju isto naponsko--
deformacijako stanje bez obzira na njihov deformacijako stanje bez obzira na njihov 

položaj, ako su dovoljno udaljeni od položaj, ako su dovoljno udaljeni od 
osnoveosnove--mesta oslanjanjamesta oslanjanja
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Ravan problem u polarnim Ravan problem u polarnim 
koordinatamakoordinatama
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Ravan problem u polarnim Ravan problem u polarnim 
koordinatama koordinatama -- rotaciona simetrijarotaciona simetrija
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δδ = = --864.661mm864.661mm

zidzid
8x0.5x0.2m8x0.5x0.2m

δδ = = --861.014mm861.014mm

δδ = = --853.333mm853.333mm

rebrorebro
8x0.5x0.2m8x0.5x0.2m

gredagreda
8x0.5x0.2m8x0.5x0.2m
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δδ = = --113.068mm113.068mm

zidzid
8x1x0.2m8x1x0.2m

δδ = = --110.507mm110.507mm

δδ = = --106.666mm106.666mm

rebrorebro
8x1x0.2m8x1x0.2m

gredagreda
8x1x0.2m8x1x0.2m



136

δδ = = --18.984mm18.984mm

zidzid
8x2x0.2m8x2x0.2m

δδ = = --15.254mm15.254mm

δδ = = --13.334mm13.334mm

rebrorebro
8x2x0.2m8x2x0.2m

gredagreda
8x2x0.2m8x2x0.2m
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δδ = = --9.647mm9.647mm

zidzid
8x3x0.2m8x3x0.2m

δδ = = --5.231mm5.231mm

δδ = = --3.951mm3.951mm

rebrorebro
8x3x0.2m8x3x0.2m

gredagreda
8x3x0.2m8x3x0.2m
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zidzid
8x3x0.2m8x3x0.2m

NNxx
[kN/m][kN/m]

zidzid
8x2x0.2m8x2x0.2m

zidzid
8x1x0.2m8x1x0.2m

zidzid
8x0.5x0.2m8x0.5x0.2m
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zidzid
8x3x0.2m8x3x0.2m

NNyy
[kN/m][kN/m]

zidzid
8x2x0.2m8x2x0.2m

zidzid
8x1x0.2m8x1x0.2m

zidzid
8x0.5x0.2m8x0.5x0.2m
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zidzid
8x3x0.2m8x3x0.2m

NNxx
[kN/m][kN/m]

zidzid
8x2x0.2m8x2x0.2m

zidzid
8x1x0.2m8x1x0.2m

zidzid
8x0.5x0.2m8x0.5x0.2m
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zidzid
8x3x0.2m8x3x0.2m

NNyy
[kN/m][kN/m]

zidzid
8x2x0.2m8x2x0.2m

zidzid
8x1x0.2m8x1x0.2m

zidzid
8x0.5x0.2m8x0.5x0.2m
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δδ = = 14.083mm14.083mm δδ = 13.928mm= 13.928mm δδ = 12.648mm= 12.648mm

zidzid
8x3x0.2m8x3x0.2m

rebrorebro
8x3x0.2m8x3x0.2m

gredagreda
8x3x0.2m8x3x0.2m
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δδ = 5.309= 5.309mmmm δδ = 4.966mm= 4.966mm δδ = 4.132mm= 4.132mm

zid+stubovizid+stubovi
8x3x0.2m8x3x0.2m

II--rebrorebro
8x3x0.2m8x3x0.2m

II--gredagreda
8x3x0.2m8x3x0.2m
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149



150
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0.00.0

0.00.0

+4.2+4.2

--94.694.6

+50.7+50.7+4.2+4.2 +4.2+4.2

--1.01.0

+6.4+6.4

--14.314.3

--12.512.5 --12.512.5 --12.512.5 --12.412.4
--10.810.8



152

--20.020.0

--20.020.0

--20.020.0

0.00.0

--20.120.1

0.00.00.00.0 0.00.0

--20.020.0

0.00.0

--20.020.0
--20.220.2 --20.220.2
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LJUSKELJUSKELJUSKELJUSKE
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Osnovni pojmoviOsnovni pojmovi

�� Ljuske Ljuske -- tela ograničena dvema (paralelnim) tela ograničena dvema (paralelnim) 
površima i cilindričnom površipovršima i cilindričnom površi

ortogonalnoj na njihortogonalnoj na njih
�� Debljina ljuske "h" Debljina ljuske "h" -- konstantno ili promenljivo konstantno ili promenljivo �� Debljina ljuske "h" Debljina ljuske "h" -- konstantno ili promenljivo konstantno ili promenljivo 

rastojanje površirastojanje površi
�� Srednja površ ljuske Srednja površ ljuske -- polovi debljinu ljuskepolovi debljinu ljuske

�� Kontura ljuske Kontura ljuske -- kriva preseka srednje površi i kriva preseka srednje površi i 
cilindrične površi koja ograničava ljuskucilindrične površi koja ograničava ljusku

�� Aksijalna smičuća i fleksiona krutost (aksijalno Aksijalna smičuća i fleksiona krutost (aksijalno 
naprezanje, savijanje, smicanje, torzija)naprezanje, savijanje, smicanje, torzija)
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Klasifikacija ljuski prema odnosu Klasifikacija ljuski prema odnosu 
debljine i krivine srednje površidebljine i krivine srednje površi

�� tanke ljuske (h/rtanke ljuske (h/r≤≤1/20)...1/20)...
�� debele ljuske (h/r>1/20)...debele ljuske (h/r>1/20)...
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Pretpostavke teorije tankih ljuskiPretpostavke teorije tankih ljuski

�� debljina ljuske je mala u odnosu na ostale debljina ljuske je mala u odnosu na ostale 
dimenzije ljuske (dimenzije osnove, prečnik dimenzije ljuske (dimenzije osnove, prečnik 

krivine srednje površi, ...)...krivine srednje površi, ...)...
�� pravolinijski element koji je normalan na srednju pravolinijski element koji je normalan na srednju 
površ, posle deformacije ostaje prav, normalan na površ, posle deformacije ostaje prav, normalan na površ, posle deformacije ostaje prav, normalan na površ, posle deformacije ostaje prav, normalan na 

srednju površ i ne menja dužinu...srednju površ i ne menja dužinu...
�� ugibi su mali u odnosu na debljinu ljuske (ne ugibi su mali u odnosu na debljinu ljuske (ne 

važi za veoma tanke ljuske)...važi za veoma tanke ljuske)...
�� naponi normalni na srednju površ mogu da se naponi normalni na srednju površ mogu da se 
zanemare u odnosu na ostale komponentalne zanemare u odnosu na ostale komponentalne 

napone... napone... 
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Definisanje srednje površi ljuskeDefinisanje srednje površi ljuske

))ββ,,αα((yyyy ==
))ββ,,αα((xxxx ==

))ββ,,αα((rrrr ==→→ →→

))yy,,xx((ffzz ==

00))zz,,yy,,xx((FF ==

))ββ,,αα((zzzz ==
))ββ,,αα((yyyy ==

AA
9090ºº
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KomponentalniKomponentalni
naponinaponi

ααββ
zz

dzdzdsds
RR
zz

11dFdF 22
ββ

αα
⋅⋅⋅⋅









−−==

σσββ σσαα
ττzzββ ττzzαα

ττβαβα τταβαβ

RRββ RRαα

dzdzdsds
RR
zz

11dFdF 11
αα

ββ
⋅⋅⋅⋅








−−==
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Sile u presecimaSile u presecima

ααββ
zz

TTTT

RRββ RRαα

MMαα

NNαβαβ

TTαα

NNαα

MMαβαβ
MMββ

MMβαβα

TTββ

NNββ

NNβαβα
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∫∫
++

⋅⋅





−−⋅⋅====
22
hh

dzdz
zz

11ττTTTT∫∫
++

⋅⋅






−−⋅⋅====
22
hh

dzdz
zz

11ττTTTT

∫∫
++

−−

⋅⋅⋅⋅







−−⋅⋅==

22
hh

22
hh αα

ββββ dzdzzz
RR
zz

11σσMM∫∫
++

−−

⋅⋅⋅⋅








−−⋅⋅==

22
hh

22
hh ββ

αααα dzdzzz
RR
zz

11σσMM

∫∫
++

−−

⋅⋅⋅⋅







−−⋅⋅==

22
hh

22
hh αα

βαβαβαβα dzdzzz
RR
zz

11ττMM∫∫
++

−−

⋅⋅⋅⋅








−−⋅⋅==

22
hh

22
hh ββ

αβαβαβαβ dzdzzz
RR
zz

11ττMM

∫∫
−−

⋅⋅





−−⋅⋅====

22
hh αα

zzββββzzββ dzdz
RR

11ττTTTT∫∫
−−

⋅⋅






−−⋅⋅====

22
hh ββ

zzααααzzαα dzdz
RR

11ττTTTT
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∫∫
++

−−

⋅⋅







−−⋅⋅==

22
hh

22
hh αα

ββββ dzdz
RR
zz

11σσNN∫∫
++

−−

⋅⋅








−−⋅⋅==

22
hh

22
hh ββ

αααα dzdz
RR
zz

11σσNN

∫∫
++

−−

⋅⋅







−−⋅⋅==

22
hh

22
hh αα

βαβαβαβα dzdz
RR
zz

11ττNN∫∫
++

−−

⋅⋅








−−⋅⋅==

22
hh

22
hh ββ

αβαβαβαβ dzdz
RR
zz

11ττNN
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Membranska (bezmomentna)Membranska (bezmomentna)
teorija ljuskiteorija ljuski

�� zanemarljiva fleksiona krutost zanemarljiva fleksiona krutost --
-- mala debljina ljuske (h/R<<1)mala debljina ljuske (h/R<<1)

�� odgovarajući oblik (topologija) ljuskeodgovarajući oblik (topologija) ljuske�� odgovarajući oblik (topologija) ljuskeodgovarajući oblik (topologija) ljuske
(glatka srednja površ)(glatka srednja površ)

�� odgovarajući način oslanjanja ljuskeodgovarajući način oslanjanja ljuske
(samo membranske N(samo membranske Nαα, , NNββ, , NNαβαβ i i NNβαβα sile na sile na 

konturi)konturi)
�� odgovarajuća konfiguracija opterećenjaodgovarajuća konfiguracija opterećenja

(bez naglih promena)(bez naglih promena)
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KomponentalniKomponentalni
naponinaponi

(membransko(membransko
stanje)stanje)

ααββ
zz

σσββ σσαα
ττβαβα τταβαβ

RRββ RRαα

hhττNNNN

hhσσNN

hhσσNN

αβαββαβααβαβ

ββββ

αααα

⋅⋅====

⋅⋅==

⋅⋅==
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Sile u presecimaSile u presecima

ααββ
zz

RRββ RRαα

NNαβαβ NNαα
NNββ

NNβαβα
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Membranska (bezmomentna)Membranska (bezmomentna)
teorija rotacionih ljuskiteorija rotacionih ljuski

�� srednja površ rotacione ljuske je rotaciona površ srednja površ rotacione ljuske je rotaciona površ --
nastaje rotacijom ravne krive oko neke ose (ose nastaje rotacijom ravne krive oko neke ose (ose 

ljuske)ljuske)
�� αα-- i i ββ--linije rotacione ljuske su meridijani i paralele linije rotacione ljuske su meridijani i paralele �� αα-- i i ββ--linije rotacione ljuske su meridijani i paralele linije rotacione ljuske su meridijani i paralele 
(preseci srednje površi sa ravnima koje sadrže osu i (preseci srednje površi sa ravnima koje sadrže osu i 

ravnima normalnim na osu ljuske)ravnima normalnim na osu ljuske)
�� krivolinijske koordinate su: "krivolinijske koordinate su: "φφ" " -- ugao izmeñu ose ugao izmeñu ose 

ljuske i normale na srednju površ i "ljuske i normale na srednju površ i "θθ" " -- ugao ugao 
položaja na paralelipoložaja na paraleli

�� RR11 i Ri R22 -- radijusi krivine meridijanaradijusi krivine meridijana
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XX
YY

ZZ
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ZZ··RR0 0 ··RR1 1 ··ddφ φ ··ddθθ

YY··RR0 0 ··RR1 1 ··ddφ φ ··ddθθ

XX··RR0 0 ··RR1 1 ··ddφ φ ··ddθθ

θθddRRNN 00φθφθ
⋅⋅⋅⋅
θθddRRNN 00φφ

⋅⋅⋅⋅

φφddRRNN 11θφθφ
⋅⋅⋅⋅
φφddRRNN 11θθ

⋅⋅⋅⋅

θθddφφdd))RRNN((
φφ

RRNN 00φθφθ00φθφθ
⋅⋅






 ⋅⋅⋅⋅
∂∂

∂∂++⋅⋅

θθddφφdd))RRNN((
φφ

RRNN 00φφ00φφ
⋅⋅






 ⋅⋅⋅⋅
∂∂

∂∂++⋅⋅

φφddRRθθdd
θθ

NN
NN 11

θφθφ

θφθφ
⋅⋅⋅⋅







 ⋅⋅
∂∂

∂∂
++

φφddRRθθdd
θθ

NN
NN 11

θθ

θθ
⋅⋅⋅⋅







 ⋅⋅
∂∂

∂∂
++
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Uslovi ravnoteže rotacionih ljuskiUslovi ravnoteže rotacionih ljuski

NN∂∂∂∂

00RRRRXXφφcoscosRRNN))RRNN((
φφ

RR
θθ

NN
110011θφθφ00φθφθ11

θθ ==⋅⋅⋅⋅++⋅⋅⋅⋅++⋅⋅
∂∂

∂∂++⋅⋅
∂∂

∂∂

00ZZ
RR
NN

RR

NN

22

θθ

11

φφ ==++++

00RRRRYYφφcoscosRRNNRR
θθ

NN
))RRNN((

φφ
110011θθ11

φθφθ

00φφ
==⋅⋅⋅⋅++⋅⋅⋅⋅−−⋅⋅

∂∂

∂∂
++⋅⋅

∂∂

∂∂
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Rotaciono simetrično opterećenjeRotaciono simetrično opterećenje

==⋅⋅⋅⋅++⋅⋅⋅⋅−−⋅⋅

======

00RRRRYYφφcoscosRRNN))RRNN((
φφdd
dd

00NNNN00XX

110011θθ00φφ

θφθφφθφθ








 ++⋅⋅==⇒⇒==++++
RR

NN
ZZRRNN00ZZ

RR
NN

RR

NN

11

φφ

22θθ

22

θθ

11

φφ









++⋅⋅⋅⋅++⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅
−−== ∫∫ CCφφdd))φφcoscosZZφφsinsinYY((RRRR

φφsinsinRR
11

NN
φφ

00
0011

00
φφ
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NNφφ NNφφ

ddφφ
φφ

RR11

RR22

RR00

P(P(φφ))ZZ

YY

00))φφ((PPφφsinsinNNRRππ22

00VV

φφ00 ==++⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

==∑∑

φφsinsinRRππ22
))φφ((PP

NN
00

φφ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅
−−==
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Sferna kupolaSferna kupola

aa

RR00

ff

φφ

⋅⋅==
⋅⋅==

⋅⋅==
====

φφcoscosggZZ

φφsinsinggYY

φφsinsinaaRR

aaRRRR

00

2211

⋅⋅== φφcoscosggZZ










++
−−⋅⋅⋅⋅−−==

++
⋅⋅−−==

φφcoscos11
11

φφcoscosaaggNN
φφcoscos11

aagg
NN θθφφ

−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅==⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅== ∫∫ ))φφcoscos11((aaggππ22φφddφφsinsinaaggππ22))φφ((PP 22
φφ

00

22
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RR00
ff

22
aagg

NNNN θθφφ

⋅⋅−−====00φφ ==

22
aagg ⋅⋅

++

--ZZYY
aa φφ

aaggNNNN θθφφ
⋅⋅−−==−−==

22
ππ

φφ ==

aagg ⋅⋅

--

--

ZZYY

gg

NNφφ NNθθ
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Konusna ljuskaKonusna ljuska

dzdz

ααtgtgZZRR00 ⋅⋅==

ααcoscos
RR

RR 00
22 ==RR11 ∞∞==

RR

αα

ll

zzZZ

YY

ααtgtgzzggNN 22
θθ

⋅⋅⋅⋅−−==
φφcoscos22

zzgg
NN 22φφ ⋅⋅

⋅⋅−−==
ααcoscos
ααtgtg

zzggππ))zz((PP 22 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅==

ggααsinsinZZααcoscosYY ==⋅⋅++⋅⋅

ααcoscos
dzdz

φφddRR11 ==⋅⋅RR00

φφ
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αα

ZZ

YY

gg

NNφφ NNθθ

RR00

φφ

gg

----

φφcoscos22
llgg

22⋅⋅
⋅⋅

ααtgtgllgg 22⋅⋅⋅⋅
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Cilindrična ljuskaCilindrična ljuska

koordinate:koordinate:
x, x, φφ

φφ

ddφφ

x, x, φφ

sile u sile u 
presecima:presecima:
NNxx, N, Nφφ i Ni Nxxφφ
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dxdxNN xxφφ ⋅⋅
dxdxNNφφ

⋅⋅
dxdxφφddRRZZ

dxdxφφddRRYY

dxdxφφddRRXX

⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅

φφddRRdxdx
xx

NN
NN

φφddRRdxdx
xx

NN
NN

φφxx
φφxx

φφ

xx

⋅⋅⋅⋅






 ⋅⋅
∂∂

∂∂
++

⋅⋅⋅⋅






 ⋅⋅
∂∂

∂∂
++

φφ ddφφ

φφddRRNN φφxx ⋅⋅⋅⋅
φφddRRNNxx ⋅⋅⋅⋅

dxdxφφdd
φφ

NN
NN xxφφ

xxφφ ⋅⋅






 ⋅⋅
∂∂

∂∂
++

dxdxφφdd
φφ

NN
NN φφ

φφ
⋅⋅






 ⋅⋅
∂∂

∂∂
++
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Uslovi ravnotežeUslovi ravnoteže

⌠⌠ ++



 ∂∂

++−−== ))φφ((CCdxdx
NN

YYNN φφ⋅⋅−−== RRZZNN

==++ 00ZZ
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NNφφ==++
∂∂

∂∂
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∂∂⋅⋅
∂∂

00YY
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∂∂⋅⋅

∂∂
++

∂∂

∂∂
00XX
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



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∂∂
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XXNN 22
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
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
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∂∂
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φφRR

NN
YYNN 11

φφ

xxφφ⋅⋅−−== RRZZNNφφ
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Kružna cilindrična ljuskaKružna cilindrična ljuska

φφnncoscosaaZZNN nnφφ
⋅⋅⋅⋅−−==

φφnncoscosZZZZ
00nn

nn ⋅⋅==∑∑
∞∞

==
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==
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∂∂
⋅⋅ ∫∫
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φφnncoscosaaZZNN ⋅⋅⋅⋅==

φφnncoscosAA))φφ((CCφφnnsinsinAA))φφ((CC 22221111 ⋅⋅==⋅⋅==

∫∫ ))φφ((CC
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

++




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Savijanje kružne cilindrične ljuskeSavijanje kružne cilindrične ljuske
-- rotaciona simetrija rotaciona simetrija --
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Duga cilindrična ljuskaDuga cilindrična ljuska
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Cilindrični rezervoar ispunjen tečnošćuCilindrični rezervoar ispunjen tečnošću
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Cilindrični rezervoar sa kružnom pločomCilindrični rezervoar sa kružnom pločom
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Kratka cilindrična ljuskaKratka cilindrična ljuska
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Kratka cilindrična ljuskaKratka cilindrična ljuska
-- rezervoar ispunjen tečnošćurezervoar ispunjen tečnošću
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qxz

[kN/m]

1.222

0.813

0.404

-0.006

-0.415

-0.824

-1.234

-1.643

-2.052

-2.461

-2.871

-3.280

-3.689

4 099-4.099

-4.508

-4.917

-5.326

-5.736

-6.145

-6.554

-6.963

-7.373

-7.782

-8.191

-8.601

-9.010
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Fleksiona teorija rotacionih ljuskiFleksiona teorija rotacionih ljuski
-- rotaciona simetrija rotaciona simetrija --
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Uslovi ravnotežeUslovi ravnoteže
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Deformacija ljuskeDeformacija ljuske
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Veze deformacija, napona i sila u presecimaVeze deformacija, napona i sila u presecima
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Sferna kupola opterećenaSferna kupola opterećena
silama na konturisilama na konturi
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Sferna ljuska opterećenaSferna ljuska opterećena
silama na konturi silama na konturi -- približno rešenjepribližno rešenje
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Sferna ljuska Sferna ljuska -- sile na konturisile na konturi
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Sferna ljuskaSferna ljuska
sa prstenomsa prstenom
na konturina konturi
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