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Klasifikaclja nosaca
(topologija, naponsko-deformacijsko
stanje |1 funkcija)

Linijski nosaci (1D, zatege, grede,

stubovi...)
Povrsinski nosaci (2D, ploce, zidovi,
membrane, ljuske...)
Prostorni nosaci (3D, blokovi,
jezgra, brane...)




PovrsSinski nosacdi

Zidovi (ravne povrsi, opterecenje u sopstvenoj ravni,
aksijalna, smiCuca i fleksiona krutost u sopstvenoj ravni:
aksijalno naprezanje, smicanje i savijanje)

PloCe (ravne povrsi, opterecenje normalno na

sopstvenu ravan, smicuca, fleksiona i torziona krutost u
normalnim ravnima: savijanje, smicanje, torzija)
Membrane (krive povrsi, aksijalna krutost u tangentnoj
ravni, aksijalno naprezanje)
Ljuske (krive povrsi, aksijalna krutost u tangentnoj
ravni, smicuca i fleksiona krutost u normalnim ravnima:
aksijalno naprezanje savijanje, smicanje, torzija)




Zidovi (ravne povrsi, poligonalna ili kriva
kontura)




PlocCe (ravne povrsi, poligonalna ili kriva
kontura)

RN




Membrane (cilindricne ili sferne povrsi)




Ljuske (cilindricne ili sferne povrsi)




PLOCE

OPTERECENE
NA SAVIJANJE




Osnovni pojmovi

PloCe - tela ogranicena dvema (paralelnim)
ravnima i cilindrichom povrSinom ortogonalnom
na njih
Debljina plocCe - "h" - rastojanje (paralelnih)
ravni
Srednja ravan plocCe - ravan koja polovi debljinu
ploCe - pod opterecenjem prelazi u elasticnhu
povrsinu
Kontura plocCe - kriva preseka srednje ravni |
cilindricne povrsine koja ogranicava plocu




Komponentalni naponi




Sile u presecima




Sile u presecima | komponentalni
naponi (savijanje)




Klasifikacija ploca prema debljini |
ponasanju pod opterecenjem

membrane (h/b<1/8-1/100 - mala fleksiona
krutost i veliki uticaj aksijalnin deformacija)...

tanke plo¢e (1/8-1/100<h/b<1/5-1/8 - srednja
fleksiona krutost)...

debele ploce (h/b>1/5-1/8 - velika fleksiona
krutost i veliki uticaj smicanja)...




Pretpostavke teorije tankih ploca
(Kirchoff, 1850)

pravolinijski element koji je normalan na srednju
ravan ploce, posle deformacije ostaje prav,
normalan na srednju ravan | ne menja duzinu...

posle deformacije se ne menja duzina i ugao

Izmedu linijskih elemenata srednje ravni p

normalni "o," naponi u ravnima parale

oce...

nim

srednjoj ravni mogu da se zanemare u odnosu na

ostale komponentalne napone...




Komponentalne deformacije ploce

na osnovu prve pretpostavke teorije tankih ploca:

W =w(X,y)
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Integrisanjem po "z", (za z=0, u=v=0):




Komponentalni naponi




Sile u presecima




Ekstemne vrednosti sila u presecima
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Uslovi ravnhoteze
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Parcijalna diferencijalna jednacina savijanja
pravougaone ploce
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Konturni uslovi savijanja ploce

statiCki konturni uslovi - sile u presecima i/ili
linijska opterecenja
geometriski konturni uslovi - uslovi oslanjanja -
ugib i/ili nagib tangente
mesoviti konturni uslovi - kombinacija
geometrijskih 1 statickin konturnih uslova




Staticki konturni uslovi savijanja ploce




slobodna ivica
r sa hormalom u
pravcu x-ose

slobodna ivica
¢ sa hormalom u
pravcu y-ose
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Geometrijski konturni uslovi savijanja ploce

ukljeStena ivica
sa hormalom u
pravcu X-ose

ukljestena ivica
sa hormalom u
pravcu y-ose




MesSoviti konturni uslovi savijanja ploce

slobodno oslonjena ivica sa normalom u pravcu x-ose
W — O W = O
= d°w 3 = 0w
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slobodno oslonjena ivica sa normalom u pravcu y-ose
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Sile u uglovima
ploCe

=M@ = MO
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dopunski konturni uslov

P=M2 -M =0




Analiticke metode za analizu |
proracun ploca

"direktno" resavanje
diferencijalne jednacine
(Navier, Maurice Levy,...)




Slobodno oslonjena pravougaona ploca
(Navier, 1823)
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Jednakopodeljeno opterecenje
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pravougaoniku
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Jednakopodeljeno opterecenje na
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Koncentrisana sila P = Z,-4-c-d
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Pravougaone ploce sa paralelnim slobodno
oslonjenim ivicama (Maurice Lévy, 1899)
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Jednakopodeljeno opterecenje
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PloCa slobodno oslonjena na ivici y=xb/2
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PloCa ukljestena na ivici y=xb/2
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Numericke metode
za analizu | proracun plocCa

metode zasnovane na matematickoj
aproksimacijl
(metoda konacnih razlika)
metode zasnovane na fiziCkoj diskretizacijl
- modeliranju (metoda konacnih traka,
metoda konacnih elemenata)




Modeliranje konstrukcija - kreiranje
iIdealizovane | pojednostavljene
reprezentacije ponasanja konstrukcija -
odlucujuci korak u procesu projektovanja

Greske | propusti u modeliranju

mogu da budu uzrok ozbiljnih
problema i teskoca u projektovanju

Numericko modeliranje je
matematicka realizacija izabranog
koncepta modeliranja konstrukcije




Metoda konacnih elemenata (MKE)
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Osobenosti MKE

MKE je metoda diskretne analize - funkcija
resenja nije kontinualna - resenje se dobija u
cvorovima sistema KE - cvorovi su jedine veze
Izmedu KE modela

polje nepoznatih (pomeranja, na primer)
u okviru pojedinacnog KE
definisano je tzv. intepolacionim polinomom
MKE je metoda "matricne" analize -
- sistem MKE definisan je algebarskim umesto
parcijalnim diferencijalnim jednacinama




Prednosti primene MKE

dovoljna tacnost
efikasno numericko

modeliranje
Jjednostavna implementacija u
CAA softveru




Jednacina ravnhoteze KE:

[K] - {u} = {1}
{u} = [k - {f}

[K] - matrica krutosti KE
{u} - vektor pomeranja cvorova KE
{f} - vektor sila cvorova KE




Matrica krutosti KE:

k1= [ [B]" E] 0B8] &V

u(x,y,z) = [N] {u}

[B] - matrica veza deformacija | pomeranja
[E] - matrica karakteristika materijala
[N] - matrica interpolacionin polinoma




Koordinatni sistemi

Globalni koordinatni sistem sistema KE
(koordinate cvorova, pomeranja

cvorova, reakcije oslonaca
| opterecenje sistema KE)
Lokalni koordinatni sistem KE (sile u
presecima, naponi dilatacije
| opterecenje KE)




Transformacija lokalnih koordinata u
globalne koordinate

[Kgl=[T1"-[K]-[T]

[T] - matrica transformacije koordinata
[K] - matrica krutosti KE u lokalnom
koordinathom sistemu
[ky] - matrica krutosti KE u globalnom
koordinathom sistemu




Globalni i lokalni koordinatni sistem Stapa u ravni
sa 6 stepeni slobode
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sim.

E - modul elasti¢nosti materijala Stapa [KN/m?]
A - povrSina poprec¢nog preseka Stapa [m?]
L - raspon Stapa [m]
| - moment inercije popreénog preseka Stapa [m?]







Globalni | lokalni koordinatni sistem
cetvorougaonog KE sa 12 stepeni slobode
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DISKRETIZACIJA
geometrijsko modeliranje
izborom oblika KE
(formiranje mreze KE)

APROKSIMACIJA 1
numeri €ko modeliranje
izborom tipa KE -
matrica krutostl
(formiranje sistema KE)

v

Formiranje matrice
krutosti sistema KE

i vektor optere €enja -

- formiranje sistema LAJ

L

APROKSIMACIJA 2
numeri €ko modeliranje
konturnih i prelaznih uslova,
dejstava,
ponaSanja konstrukcije i
materijala

Izbor metode za reSavanje
sistema LAJ:
prora éun pomeranja
€évorova sistema KE

Y

Prora éun uticaja u
¢évorovima sistema KE

AN

Algoritam

primene
MKE




Greske u primeni MKE

greske diskretizacije

greske aproksimacije
greske implementacije
u CAA softveru
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gornja
granica
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granica
resenja

broj konacnih elemenata,
tacnost interpolacionih funkcija
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broj konacnih elemenata,
tacnost interpolacionih funkcija
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Kruzna plocCa

Komponentalna pomeranja i
Krivolinijske koordinate

"u” - U pravcu
radijusa plocCe
(r-koordinata)

"v" - U pravcu
tangente na
koncentricni

krug (¢-koordinata)
"W" - U pravcu
normale na srednju
ravan plocCe

(z-koordinata)




Veze komponentalnih pomeranja |
deformacija
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pomeranja tacaka u
ravni Or@:
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Komponentalni naponi




Veze komponentalnih napona,
deformacija i sila u presecima




Veze komponentalnih pomeranja
| sila u presecima
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Uslovi
ravnoteze
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Parcijalna diferencijalna jednacina savijanja
kruzne ploce
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Rotaciona simetrija kruzne ploce

(d2+ d j[dszrdw]:;
dr rldr Adr® rr/) k

W2 1W1WZ
dl;Zdilrrdj_

dr*  roRdEeeT

=A+BA+C®+D QR

=A+Blnhr+C* +D [ Onr




Q
=
Ol
+

Q
=
[
C3
+
Lig
9
+
@)
+
=

W:




= F2 BT, +p (L, la+20np) +C, E—ﬂ o=

2
.y p+VBd—+(1+v)EEZHZ FRC - [é3+ + 2 ln j

dp’ plldD 1+v

r
a

e

]




dV\;p A dw,
g e [C
e v) L2
C, O
|]| 3

1+v

1+ 3 =
+ +
2[Inp) O B | 1}}
2

1+v p

d’w
4 d*w




Partikularni integral diferencijalne jednacine
savijanja kruzne ploce
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Konturni uslovi savijanja kruzne plocCe

pP-0 w=w,+C,+C,[p*+C,[p*Unp+C, Unp - » =

= C, =G0

W = 0} slobodno oslonjena

lvica

ukljeStena ivica
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Slobodno oslonjena kruzna plocCa -
jednakopodeljeno opterecenje
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Ukljestena kruzna ploca -
jednakopodeljeno opterecenje
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Slobodno oslonjena kruzna plocCa -
delimicno jednakopodeljeno opterecenje
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Slobodno oslonjena kruzna plocCa -
koncentrisana sila u centru
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Ploca u obliku kruznog prstena
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Metoda konacnih razlika - diferencha metoda
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Diferencna jednacina pravougaone ploce
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Sile u presecima pravougaone ploce
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Konturni uslovi (kontura sa normalom u pravcu y-ose)
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Tok proracuna ploca primenom diferencnog
postupka

formiranje ortogonalne mreze tacaka "k"
ploCe sa odstojanjima "Ax" | "Ay"

formiranje sistema diferencnih jednacina
za sve tacke ploce
odredivanje nepoznatih pomeranja "w," za
svaku tacku mreze
odredivanje sila u presecima za svaku
tacku mreze




PLOCE
OPTERECENE

U SOPSTVENQOJ
RAVNI




Osnovni pojmovi 1

ploCe - tela ogranicena dvema (paralelnim)
ravnima i cilindrichom povrSinom ortogonalnom
na njih
debljina ploce - "h" - rastojanje (paralelnih) ravni
srednja ravan ploce - ravan koja polovi debljinu
ploCe
kontura plocCe - kriva preseka srednje ravni |
cilindricne povrsine koja ogranicava plocu




Osnovni pojmovi 2

ploCe opterecene povrsinskim | zapreminskim
silama ravnomerno po debljini | paralelno srednjoj
POVISI SU opterecene u Svojoj ravni
Za 0Vvo tzv. ravno stanje napona srednja ravan
ploCe ostaje ravna | posle deformacije (nema
krivljenja povrsi)




Komponentalni naponi




Sile u presecima




Sile u presecima | komponentalni
naponl




Veza zapreminskih, povrsinskih |
linijskin opterecenja




Uslovi ravnhoteze







Komponentalni naponi
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Diferencijalna jednacina ploce
Naponska funkcija (Airy, 1862)
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Konturni uslovi

uslovi po silama
uslovi po
pomeranjima
mesoviti uslovi
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4

povrsinski
uslovi
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F = [ (x—x) B, s + | (v ~ya) (S, [lis = M




Pomeranja tacaka ploce

hIE = [ (N, —v N,) Cix + d(y)

h(E L = [(N, —vIN,) Gy +W(x)




hlE W= Iaz Ldx — VDELHD(y)

82
hmm:ja—;my—v%wm

82

] EME,, =—201+v)N, :_Zm“")gax—mw

L4000y , d¥() _ o &F
dy dx ox Ldy




Ravno stanje deformacije

tacke poprecnih preseka dugackih
prizmaticnih nosaca (brane, nasipi, potporni
zidovi...) ostaju u poprechom preseku |
posle dejstva opterecenja - komponentalna
pomeranja su u=u(x,y) 1 v=v(Xx,y)

SVI poprecni preseci imaju isto nhaponsko-
deformacijako stanje bez obzira na njihov
polozaj, ako su dovoljno udaljeni od
oshove-mesta oslanjanja




u=u(x,y) vV =Vv(XY)

Ele — GRS I0 )=0 = o0,=0, tvios

Ellx zcx _(Oy +V|])-z) :(1_V2) |])-x —VQ]_'FV)E)'y

ER, =(1-v)b, -vill+v)lb, ELQ,, =201+v)3,,
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X

+
x> 3y2 ox oy ox Loy

X AY _

oX 3y0

1-v)lAlfo, +o,)*

B 0°

= +
2 x> ay2







Ravan problem u polarnim
koordinatama

0? 0 02 G F" OF 0°F
= ar + + + =
o [3r2 rr r? EB(pzj[ o® rdr r? Eﬁcpzj g

2
o0F _l_aF

o r° B> rlor




Ravan problem u polarnim
koordinatama - rotaciona simetrija

d* d |(d°F ., dF
AAF=| L+ 1
(dr2 r R:Ir](drz r R:lrj

dF °F
r2

N — N ) :O
" rldr = d

4 3 2
dF+ dils A d°F i« dF —p) F=D+Alhr+B I +C°0nr

dr* rdr® r?dr? r° Cdir

N == +2B+CL1+2Inr) \| =—é+2@+CQ3+2lnr)

o r




0 = -864.661mm

0 =-861.014mm

0 = -853.333mm

y4[o
8x0.5x0.2m

rebro
8x0.5x0.2m

greda
8x0.5x0.2m




rTTﬁ-\ I 4,—/{
]— — -

—

Z | | 777,

0 =-113.068mm

rebro

o — _ — 7 8x1x0.2m
0 =-110.507mm

greda

T e __ __— 7 8x1x0.2m

0 =-106.666mm
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I 8% 2x0.2Im

0 =-18.984mm

rebro
o ———om 8x2x0.2m

0 =-15.254mm

greda
o — %7  8x2x0.2m

0 =-13.334mm
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0 =-9.647mm

rebro
8x3x0.2m

0 =-5.231mm

greda
8x3x0.2m

0 =-3.951mm
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[kN/m] 1150.0
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zid
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zid
8x1x0.2m

y4[o
8x0.5x0.2m




zid

8x3x0.2m
zid

8x2x0.2m
y4[o

8x1x0.2m
zid
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X

NX
[KN/m]

zid
8x3x0.2m

zid
8x2x0.2m

zid
8x1x0.2m

y4[o
8x0.5x0.2m

Y
HEGE
HE
HEEEY
Y
R
SR
o 55
4929
o 4107
o6
= 2464
o164
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=5 o
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I EECE
o 64
= 524
= 4107
HEETX
G
HEESE
HEEEE
HEEE
HEEEY
HETE
HEGE
L1500
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Ny [kN/m]
[KN/m]
zid
8x3x0.2m

zid
8x2x0.2m

Py
HEEYE
HEERE
HEETE
IR
HEE,
Y
= 87
1459
= 3004
= 3774
= asag
] 8
=
= 6864

.i.
00

zid
8x1x0.2m
y4[o
8x0.5x0.2m
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0 =14.083mm 0 =13.928mm 0 =12.648mm

] e
rebro greda
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0 =4.966mm 0 =4.132mm

7 ; % Z T T
zid+stubovi I-rebro I-greda
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nxy
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nx ny
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nx ny nxy
[kN/m] [kN/m] [kN/m]
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nx
[kN/m]

-146

153.7
g 142.1
g 130.6
g 119.0
g 107.5
gy 959
o 728
= 612
= 407
— 381
[m 266
= 15.0
= 3.5]
= -8.1]
o -19.7
HEETF
= -42.8
|5 -54.3
o -65.9)
774
g -100.6)
g -112.1]
g -123.7)
g -135.2
g -158.3
-siees
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LJUSKE




Osnovni

pojmovi

Ljuske - tela ogranicena dvema (paralelnim)
povrsima i cilindricnom povrsi
ortogonalnoj na njih
Debljina ljuske "n" - konstantno ili promenljivo
rastojanje povrsi

Srednja povrs ljuske -

Kontura ljuske - kriva

cilindricne povrsi koj

Aksijalna smicuca i fle
naprezanje, savijan|

polovi debljinu ljuske
oreseka srednje povrsi |
a ogranicava ljusku
Ksiona krutost (aksijalno
e, sSmicanje, torzija)




Klasifikacija ljuski prema odnosu
debljine 1 krivine srednje povrsi

tanke ljuske (h/r<1/20)...
debele ljuske (h/r>1/20)...




Pretpostavke teorije tankih ljuski

debljina ljuske je mala u odnosu na ostale
dimenzije ljuske (dimenzije osnove, precnik
krivine srednje povrsi, ...)...
pravolinijski element koji je normalan na srednju
povrs, posle deformacije ostaje prav, normalan na
srednju povrs | ne menja duzinu...
ugibi su mali u odnosu na debljinu ljuske (ne
vazi za veoma tanke ljuske)...
naponi normalni na srednju povrS mogu da se
zanemare u odnosu na ostale komponentalne
napone...




Definisanje srednje povrsi ljuske




Komponentalni
naponi




Sile u presecima

z

Badaa
/ ’X










Membranska (bezmomentna)
teorija ljuski

zanemarljiva fleksiona krutost -
- mala debljina ljuske (h/R<<1)
odgovarajuci oblik (topologija) ljuske
(glatka srednja povrs)
odgovarajuci nacin oslanjanja ljuske
(samo membranske N, Ng, Ngg I Ng, Sile na
kontur)
odgovarajuca konfiguracija opterecenja
(bez naglih promena)




Komponentalni
naponi
(membransko
stanje)




Sile u presecima




Membranska (bezmomentna)
teorija rotacionih ljuski

srednja povrs rotacione
nastaje rotacijom ravne
jus

a- | B-linije rotacione ljus
(preseci srednje povrsi sa

juske je rotaciona povrs -
Krive oko neke ose (ose
)

Ke su meridijani | paralele
ravnima koje sadrze osu |

ravnima normalnim na osu ljuske)

krivolinijske koordinate su: "¢" - ugao izmedu ose
ljuske | normale na srednju povrs | "0" - ugao
polozaja na paralel

R, I R, - radijusi

Krivine meridijana







X-R, -R, -dp -00
Y-R,-R, -0p -00

{Nq, R, + %(Nq, R,) Rj(p} 36

0
|:N(p9 R, + %(N(pe R,) Ej(p} L4160




Uslovi ravnoteze rotacionih ljuski

N,

Z
2 @Qﬁ%(Nw [R;) *Ng, IR, Leosp + X[R, R, =0

% oN
%(N(p R,)+ aé"e R, N, R, [Cosp+ YR, R, =0




Rotaciono simetriCno opterecenje




2071R, N, Lsing +P(¢) =0

N, = —— S
" 20h[R, Bing




Sferna kupola







Konusna ljuska

A A




RN, -




Cilindricna ljuska

koordinate:
X, @

sile u
presecima:
Ny, N i Ny







Uslovi ravnoteze




Kruzna cilindricna ljuska

x:ixn [¢osno Y=iYn [¢osng z:izn [¢osno
n=0 n=0 n=0

N, =—Z,lalcosng

Ny = ~Sinng E_"(Yn +nlZ ) Ldx + C,(p)

N, _ _n dC,(¢)
- =-—[¢ Y +nlZ )Ldx + —2+




N, = [] P n|ﬂ +n 7 )Ldx | Ld —11: +C
X JI:XH (Yn n) X:l X Ijj 2(:|:)

Ci(@) =A,Sinne  C,(9) = A, ltosng

N, =Z,lalcosng

Ny =[(Y, *nlZ))x—A]Lsinng

2
= {2 EE(YH +nlZ.) [3% - A, &} +A2} [Gosno




Savijanje kruzne cilindricne ljuske
- rotaciona simetrija -

koordinate:
X, @

sile u
presecima:
Ty Ny, My i M,

opterecenje:
Z




Uslovi ravnoteze







2
du_d'w £ d@]
dx dx® a

gL vg;ﬁ

dx







dx?®

dz(de—]+Emﬂﬂi Z

d*w + 12 I 2
[ =
dx4 a” [h* k

d*w

Z
+4[B* v ==
dx* g k

w =w, +e®* [{C, [tosBx *+ C, Binpx) +

+eP*[C, [EosBx + C, BinBx)




Duga cilindricna ljuska

zax [ w=0 C;=C,=0

w =e P*[{C, [Bospx *+ C, Binpx)




—— =B **[C,-C,)kospx - (C, +C,) &inpx]

dx

d*w

2 2 3% ™ [JC, BinBx —C, [EosPx)

2B ERNNIENFC, ) [cosBx — (C, — C,) isinEH

M, =2B°kIC, T,=—2B°&kHC,+C,)

_ BV,
- A




e BX

2 [B° [k

(T, +B M,) Leos Bx — B M, LsinBX]

¢@(a) =e “ [lcosa +sina)

Y(a) =e “ [fcosa—sina)
B(a) =e “ [¢osa
((a)=e “Lsina

¢'(a) = ~2Lg(a)

' (a) = -218(a)
6'(a) = ~¢(a)
¢ (a) = w(a)




o LWW(Bx) + T, LB(BX)]

o T2 B, [B(BX) + T, p(BX)

i@(msw (BX) + T, (BX)]

5 = 2 0B M, ()~ To b(BX)




Dijagram funkcija @=@(3-x) 1 y=w(p-x)

_ =2[3H1-Vv?)
pH= I%/ a® h?
B= 5 duga ljuska
B[I]< 5 kratka Ijuska




Duga cilindricha ljuska opterecena
unutrasnjim pritiskom Z = -p

im@BWomﬁTo@]‘

ZJB@(

p&°
E h

2B M, [® + T, @]




ms&wswo”mpj]

1
2 [B* Ok

21, +T,]1=0




mx
[KNm/m]

0.88
0.83

0 |© Q0 |O

ny
[kN/m]
=

[ 15.333
[} 14.568
=} 13.802
[} 13.037
[ _12.272
[ 11.506
[ 10.741
[ 9.975
= 9.210
[ 8.444
= 7.679
= 6.914




Cilindricni rezervoar ispunjen techoscu

__yH-x@&
E [h

Z=-yHl-x) Wo

2

pla
E [h

W:_zmgﬁkmﬁwomp-"-ro@]_




- i mtﬁl—f —¢<Bx)+8—1m@(sx)}

Eh I




N -
’ y@mliﬁl—é—
| P(BX) + —
Bm@@m}

M, = kO
w23 R KD
>
B(Bx) —C(Bx)

dx?
E [h
r }

@)




mx
[KNm/m]

1.60

0.98
0.66

O |0 (ool = 00

[senindnds




Cilindricni rezervoar sa kruznom plocom
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ny mx
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Kratka cilindricha ljuska

d*w

dx4 +4$4|]N:0

w = C1 [&hBx [EosBx + C2 [BhPx [$inPx +

+C3 [shBx [cos Bx + C4 [chBx [sinBx)

chalsina + sha l¢osa
2

@,(a) =chaltcosa @,(a)=

_shalsina _ chalsina—shal¢osa
0:(0)="——— i ;




w =C, L, (Bx) + C, L, (Bx) + C; L9, (Bx) + C, L, (BX)

(PIIIrn (PIVm




"
2

2B 0K, G (B1) = X, Gy (BD)

20X, s (B) =B X, [, ()]




“a-sin‘a
8

A = 92(BI) ~ @, (Bl) T, (Bl) = >

W = - [

k[B* [(sh®a—sin® a)

X, B Hos (B1) Lo, (Bx) — @, (BI) Lo, (BX)] +

X, Uz (B1) Lo, (Bx) ~ 94 (BI) Lep; (BX)]}




Kratka cilindricha ljuska
- rezervoar ispunjen techoscu

y@°

[X
E Uh

w =C, lg,(Bx) +C, Lo, (Bx) —




—41C, Lo, (B) ~C, Loy(BN) =

V&

C. [, (B) ~C, Lo BI="C -1

vﬁz
Elh(B

T A Em il

A = @; (B + 4L, (Bl) [, (BN




__y@*Odx
E th

[EI ~C1 [, (Bx) ~Cz EPz(BX)}
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N
N
0}
(=)
B =)

(]
. .

(=] o |© 00 -

gxz
[kN/m]




Fleksiona teorija rotacionih ljuski
- rotaciona simetrija -

X=0 Y = Y(p) VAEWA()))

NS = O




Uslovi ravnoteze  \ w, wo




d(N, [R,) _
do

=0
R,
R,
sp-T, R, +Y

[¢o

R,

No

= J—
.

d(T, R,)
do

=0
+7Z R, R,
—N, (R, [$ing

N, (R,

=0
Ry
R

(R, [¢osp T,

Mg IR,




Deformacija ljuske

I dv 0 g
e~ [Ed(p_WJ £G=R—E(vﬂg(p—w) e

R,

2 1




P = . Eédv—w—d—XQJ
R, \do do

1
£ ik =R—E(v (g —w —x (2 [etgo)




T 1 dool

* R/ R, R,CoHi e

1 _ 1 SSisesxY) 1
R,! REEEEFIR, R,

Ke_

dR,

<<]1 sinx=x cos¢p=1
RO

<
£ <1

_ dpeeel _  dy K _sinp—xleosp _ 1 _
* R,/Mde R, R, : R, [$ing

K

£,* = o A AT &




Veze deformacija, napona i sila u presecima
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_V2 QE@ v E:9*)

PRUES Vv e, )

E h
= = > We, —v L)

E th
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Sferna kupola opterecena
silama na konturl

X=Y=Z=0 R IEEEEER= 3 [$in ¢

d(N, Lsing)
do

— T, $in@ —N, [eosB =0

d(T L$ing) _ 0

(N, *Ng) Lsingp + T

%(M(p [$in@) —M, [eos@ —T Lalsing =0




dX+ XE:tgcp va+ctg(p)+—EI' 0)
de® do

N, =T Letge

o[
e, -ee)%tgcp—d—(; =

d’T L a7
do’ dcp

[&tge + T Qv —ctg®e) = E h




Sferna ljuska opterecena
silama na konturi - priblizno resenje

dx  dx . I

T <<

d°T
=0 —=E
do? X




d'T

-+4M*O0=0 T=¢e™
do

r* + 4 IS

o on iR | = (1) L

T=e *[C,[¢osp+C, Bindg)+

+e ? [{C, [tosUp +C, BinUeg)

T=e *lC,BosUp+C, BinUep)




W=a-¢ T=Ce oSNNI
C,=Cle “tosUq +y)
C,=Cle “Linl¢+y)

dT

B2 [C [ &in(DwﬂIﬁEj
do 2

0T _ . 2 o
d—q)z—ZDD [C Lé &In(Dwﬂp)




L]
= —Olb g oy +
X ZG—EE]E:% [Sin(Hw +y)

3
X o (B2 g om @os(mmng

deo E th

N, = -Cle™* [&tgo [Eos(Dw + )

N, =00G/2[CE™ &in(Dw+w+Ej




= de— Cdﬁﬂzms E:OS(D )
w+L|J+Tr
4

a do a

M, = —k X +
a v LM,

M, B o
-l
DELF@ %OS(D(NWE)

4

_Claletge e

M, =
2 [°

[¢os(Uw +y)+vIM
¢




Sferna ljuska - sile na konturi




XN
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r +E):
05 Ebos(tp 7 0

N,; =cosa - —CE:tgcxcosE:coso( =€ =—/2 Gina




T,, = —/2G&inale™ E:os(Dw - E)

N,, =2 Binale™® [Etge E:os(Dw + Ej
Ng, =2[00e™ [sinalcosDw
M,, = =[&"* BBinaltosOw

a

Melz_ﬁmz

& Gina Bty &in(D w+ Ej +v M,




ZB/EDDZ Salnly ; ( Tl'j
2 O +—
X1 - e ° Sinalsinl Hw 7

P~ 2

=a - = - [sina
(p Xl EI]']




L

-Cleosy = y-= >

- —Clétgacosep =0




[e [(cosUw - sin0w)

e HcosOw +sinOw)

LB Letge LeosUw +v M,
Maz = e







Sferna ljuska
sa prstenom
na konturi

0'; - pomeranje ljuske na

mestu | u pravcu sile
X;usled sile X;

o'} - pomeranje prstena
na mestu i u pravcu
sile X; usled sile X




611 D(l +612 D(Z +610 = O
621 D(l +622 D(g +620 =0

Z=Z, L ZEet7 (X,

611 3 6:'].1 p 621
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0y = 6|21 - 621
By, =0z t0p

5, =0, +3.
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2 +b/2)°
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